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基于酉变换和稀疏贝叶斯学习的离格 DOA估计 

高阳，陈俊丽，杨广立
 

（上海大学通信与信息工程学院，上海 200444） 

摘  要：针对传统稀疏贝叶斯学习算法(SBL)在解决低信噪比条件下信号到达角(DOA)估计有效性的问题，提出基

于酉变换的实数域稀疏贝叶斯学习(RV-OGSBL)的快速离格 DOA估计方法。该方法首先对均匀线阵的实际接收信

号通过构造增广矩阵作为 DOA 估计的处理信号，然后利用酉变换将估计模型从复数域转化到实数域，进一步在

实数域下将离格模型与稀疏贝叶斯学习算法相结合迭代处理实现 DOA 估计，获得较高的估计精度。仿真结果表

明，RV-OGSBL 方法不仅能保持传统 SBL 算法的性能，而且显著降低了计算复杂度。在低信噪比和低快拍数的

情况下，算法运行时间降低约 50%，表明该方法是一种快速的 DOA估计算法。 
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Off-grid DOA estimation algorithm based on unitary 

transform and sparse Bayesian learning  

GAO Yang, CHEN Jun-li, YANG Guang-li 

(School of Communication Information Engineering, Shanghai University, Shanghai 200444, China) 

Abstract: A rapid off-grid DOA estimating method of RV-OGSBL was raised based on unitary transformation, against 

the problem of traditional sparse Bayesian learning (SBL) algorithm in solving effectiveness of signal’s DOA estimation 

under condition of lower signal noise ratio (SNR). Actual received signal of uniform linear array was generated through 

constructing augment matrix as the processing signal used by DOA estimation. Then, estimation model was transformed 

from complex value to real value by using unitary transformation. In the next step, off-grid model and sparse Bayesian 

learning algorithm were combined together to process the realization of DOA estimation iteratively. The accuracy of es-

timation could made relatively high. The simulation result demonstrates that the RV-OGSBL method not only maintains 

the performance of traditional SBL algorithm, but also reduces the computational complexity significantly. Under the sit-

uation of lower signal noise ratio (SNR) and low number of snapshots, the running time of algorithm is reduced about 

50%. This shows the RV-OGSBL method is a rapid DOA estimation algorithm. 

Key words: direction of arrival  estimation, unitary transform, singular value decomposition, off-grid model, sparse 

Bayesian learning  

 

良好的估计性能
[3]
。伴随压缩感知技术的兴起，为改

1  引言 

善上述状况，研究者们将稀疏表示理论应用到 DOA

在阵列信号处理领域中，信号到达角(DOA, 估计中
[4～6]
，并提出了许多性能良好的算法。其中，

direction of arrival)估计越来越引起学者们的关注。以 最为经典的就是
[7]

L1-SVD 算法。这类算法采用 L1
[1]
和

[2]
MUSIC ESPRIT 算法为代表的子空间分解类算 范数构造稀疏模型，采用奇异值分解降低计算复杂

法虽然能够实现高分辨率的 DOA估计，但是这类算 度。该方法能够显著改善算法在低信噪比情况下的

法需要在高信噪比和多快拍数的情况下才能实现较 有效性。但由于求解这种凸优化问题时，不可避免
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地会引起极高的计算复杂度，因此，该算法实用性

不强。随后，研究者们提出了基于稀疏贝叶斯学习

的 DOA估计方法
[8～10]
。这类方法在保持了 L1-SVD

算法的估计性能的同时也降低了算法的复杂度。但

是，相比于子空间分解类算法，此类算法运行时间

依然很长。在传统的 DOA估计算法中，都是假定空

间入射信号落在预先定义好的空间离散角度网格

上。如果相邻网格之间间隔较大，则算法的估计精

度显著降低；如果间隔较小，则算法运行时间将呈

指数式增长。针对上述问题，研究者们提出了基于

稀疏贝叶斯学习(SBL, sparse Bayesian learning)的离

格 估计算法
[11,12]

DOA (OGSBL) 。这类算法有效地解

决了网格的划分问题，实现了更高的估计精度。尽

管如此，这类算法依然存在算法复杂度高、运算时

间长的缺点。为解决以上的各种问题，本文根据文

献[13,14]中提出的酉变换的思想去改进
[15]

OGSBL

算法，提出了一种用于均匀线阵的基于酉变换和稀

疏贝叶斯学习的快速离格 DOA 估计方法

(RV-OGSBL)。该方法将算法空间从复数域变换到实

数域进行，降低了算法的运行时间。同时结合离格

模型，将偏离网格的角度值作为估计参数进行迭代

运算，从而保证估计的精度。仿真结果表明，本文

方法在算法的运行时间方面有明显改善。 

2  阵列信号模型 

假设有 K 个远场的窄带信号入射到由

M M( )> K 个各向同性的阵元组成的均匀直线阵

λ
列上，入射方向为θ θ= [ ,

1 2
θ ,…,θ

k
]，阵元间距 d =  

2

(λ为入射信号波长)，在 t时刻阵列接收到的快拍信

号的表达式 ( )ty 可以表示为 

 y A( )t t= +(θ )x( ) n( )t , t =1,2,…,  (1)

其中，x x( )t t= [ ( T
t

1 2
), x ( ),…, x

K
( )t ] 为入射信号的复

包络；n( )t 是复平稳加性高斯白噪声，其均值为 0

方差为σ 2。 L表示阵列采样的快拍数；θ 表示入
射信号与法线之间的夹角； A a= [ (θ θ

1 2
),a( ),…  

( )θ ]∈CM K×
a

k
，称为阵列流型，其中，C为复数域

空间，任意第 k列向量称为阵列的导向矢量，它的

具体表达式为 

− − j j( −1) T 2π
(θ dφ φM

a …

k
) = [1,e , ,e ] , sin( )  (2)

λ
其中，k K=1,2,…, 。[ ]· T表示转置。本文通过处理阵
元接收到的快拍信号 y( )t 来估计来波信号的到达角θ  

L  

，

,

k
φ θ=  

。

3  基于 off-grid 的 DOA估计 

基于传统的阵列估计模型很难提高 DOA 估计

算法的总体性能。后来，研究者们为了实现更高精

度的估计，引入了离格(off-grid)估计模型。对式(1)

中的数学模型进行重构。 

 Y Φ= +X N  (3)

其中， = ∈[ (1), y(2), , ] M L×
Y y … Cy( )L ， N n= [ (1),  

n n(2), , )] M L×
… C(L ∈ ， ∈ D L×

X C ，Φ称为过完备字

典。Φ的具体表达式为 

Φ a= ∈[ (θ θ～ ～
1 2
), ( ), , (θ～ M D×
a … Ca D M〓 K

D
)] ( )  (4) 

其中，D为完备字典Φ的列数，{ }θ～
d
是分布在[0, π]

上的空间角度的离散采样值。根据文献[16,17]，假定

θ～
d
以 ( ) 1

r D= −θ θ～ ～

−
2 1

∝ 为间隔均匀分布，其中，∝
表示成正比例，θ

k
表示入射信号，它不属于离散角

度集合，即θ θ
k D
∉{ ,～ ～

…
1

,θ }。记θ δ～

δ ( {∈ 1,…,D})为入

射信号与离散网格之间的偏移量，使用线性化算子

去拟合导向矢量 

 a a( )θ θ
k k
≈ +～ ～( δ δ) b(θ )(θ −θ～δ )  (5)

其中， b a( )θ θ～ ～

δ δ= ′( )， a′表示矩阵 a的一阶导数。

记由 ( )θ～ ～ ～b 组成的矩阵 B bδ = [ (θ θ
1
),…,b(

D
)]， β =  

[ ]
D

[ ,β β r r

1
,

D
]
T

… ∈ − , ，则式 (5)可以写为 
 2 2 

 A β( ) = +Φ Bdiag( )β  (6)

将线性拟合引起的误差引入到噪声中，重构

式(3)，得 

 y A( )t t= +(β)x( ) n( )t , t =1,…,L  (7)

式(7)就是基于 Off-Grid的阵列信号估计模型，

通过这种模型得到的估计值 β更接近入射信号。 

4  基于酉变换的 DOA估计算法 

基于 off-grid模型实现的DOA估计算法中最为

经典的就是 OGSBL 算法，但该方法并不是一种快

速估计算法。本文在 OGSBL 算法的基础上提出了

一种基于酉变换的实数化 DOA 快速估计算法。该

算法首先对阵列接收信号构造增广矩阵，使其满足

中心埃尔米特特性。然后利用酉变换，将复数域的

矩阵信号转化到实数域。再结合奇异值分解，降低

算法的计算复杂度。最后构造实数域的稀疏字典，

结合稀疏贝叶斯学习实现一种快速的 DOA 估计算
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法。本文提出的算法相比于传统的 OGSBL 估计算

法，通过前置的处理，将 DOA 估计的过程完全转

化到实数域进行，显著降低了算法运行时间，是一

种改进的 OGSBL算法。 

4.1  酉变换 

式(7)得到的阵列接收信号是复数域的，传统

的处理方法也都是在复数域进行。然而复数域的运

算大都是实部与虚部共同参与运算，相比于实数运

算，在快拍数和阵元数目较多的情况下，运算量呈

几何倍数增长。而酉变换能够将满足中心埃尔米特

特性的复数域信号转化到实数域。在引入酉变换之

前，首先介绍酉矩阵和中心埃尔米特矩阵。 

对于一个 N × N 的方阵 S ，如果 S 满足
−

S
1 H= S ，则称 S为酉矩阵。其中， [ ]

H
· 表示共轭

转置， −
[ ]

1
· 表示矩阵取逆。 

对一个M N× 的矩阵G，如果它满足 

 = *
G J G J

M N
 (8)

则称它为中心埃尔米特矩阵。其中， J
M
称为交换

矩阵，它是副对角线元素全为 1，其他元素都为 0

的M M× 方阵。[ ]
*

· 表示复共轭运算。 

酉变换的主要原理是利用中心埃尔米特矩阵

的特性
[13]
，具体表达式为 

 *

G U
r M
= G U

N
 (9)

其中，G
r
表示经过酉变换后矩阵G实数化的结果

U
M
为酉矩阵，当M 为偶数时，有 

1   I Ij
 U

n n

=

2n    (10)
2   J

n n
− jJ

当M 为奇数时，有 

 I 0
n n

jI
1  

 U 0=  2 0
2 1n+  (11)

2  
 J 0 J

n n
− j

为不失一般性，本文假定M 为偶数，则 I J、 分

N
别表示大小为 的单位矩阵和交换矩阵。 

2

利用中心埃尔米特矩阵的特性，分别左乘和右

乘酉矩阵就可以实现将一个复数域的矩阵变换到

实数域，同时保留入射信号的方位角信息。 

4.2  奇异值分解 

在 DOA 的估计过程中，为了获得较高的估计

精度，一般会增加阵列采样快拍数。这样会使Y 矩

阵维数增高，导致算法运行时间的大幅增加。因此

本文引入奇异值分解的方法，对酉变换之后的接收

 

 

。

 

 
 
 
 
 

 

，

信号进行奇异值分解，降低了运算维度，节省算法

运行时间。其分解表达式为 

 Y U
H

= ΛV  (12)

根据文献[7]将右特征矩阵V 分为[ ]V V
1 2

。其中

V
1
为V 的前 K列，V

2
为V 的后 L K− 列。奇异值

分解后包含在Y 中的特征值对应的特征向量集中

在V
1
中，因此本文取 

 M K
=

×
Y YV C
sv 1

∈  (13)

在Y
sv
中包含了所有入射信号的来波方向信息，

则将处理的模型变为 

 Y Φ
sv
= +X N

sv sv
 (14)

其中， X =XV N N= V
sv 1

，
sv 1

。 

4.3  RV-OGSBL 算法 

 本文提出的算法是一种在离格估计模型上通

过酉变换实现了在实数域进行稀疏贝叶斯学习的

DOA 估计算法，记为 RV-OGSBL (real-valued 

OGSBL)。 

4.3.1  生成中心埃尔米特矩阵 

阵列实际接收到的信号并不满足式(8)，因此，

在实现复数域到实数域的变换之前，首先要构造一

个中心埃尔米特矩阵。 

根据文献[14]对矩阵 ∈ M L×
Y C 可以通过构造增

广矩阵Y ，使之成为中心埃尔米特矩阵，即
aug

 

 J
g
=[ | *

Y Y J Y
M Lau

]  (15)

在本文算法中，先对阵列接收到的信号构造增广

矩阵，使之成为中心埃尔米特矩阵。然后，利用式(9)

通过酉变换得到实数域的接收信号Y
r
。 

4.3.2  构造稀疏字典 

稀疏贝叶斯学习算法具有较高的计算精度和

较低的计算复杂度，因此，在 DOA 估计领域中具

有非常重要的研究意义。但是这种算法对稀疏字

典的依赖性比较强，尤其是离格稀疏贝叶斯学习

算法，它需要 2 个字典。为进一步提高算法运算

速度，本文设计了一种在实数域的稀疏字典。传

统的稀疏字典是在复数域，导致整个算法运行时

间加长。传统稀疏字典中的每一列是由导向矢量

构成，导向矢量的每行元素为空间角度θ 的函数，
它的表达式为 ( ) e j(M i)φ (θ )

a θ = − − ，其中，i表示第 i个

阵元，φ(θ θ) = −sin( )。对于均匀直线阵列，导向矢

量矩阵 D满足 *

D = J D
M
，说明 D矩阵满足中心埃

尔米特矩阵的特性。因此，本文可以利用式(9)，对
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D矩阵进行酉变换，得到实数域的导向矢量，再由

导向矢量构成算法中使用的过完备稀疏字典。对于

式(6)和式(7)中的稀疏字典有 

 A U= [ a(θ θU a … U a
M M1 2

), ( ) ,
M

(θ
D
)]  (16)

 B U= [ (b
M M
θ θ
1 2
),U b( )…,U b

M
(θ

D
)]  (17)

至此，使用酉变换将整个 DOA 估计问题转换

到实数域进行，减少了算法运行的时间。 

本文算法的实施步骤如下。 

1) 利用式(15)构造增广矩阵，使其满足中心埃

尔米特特性。 

2) 通过酉变换将阵列接收信号从复数域变换

到实数域。 

3) 利用式(13)对经过酉变换之后实数域信号

进行奇异值分解，降低计算维度。 

4) 为进一步降低计算复杂度，采用式(16)和

式(17)构造实数域稀疏字典。 

5) 将以上步骤生成的数据代入到OGSBL算法

求解 DOA估计。 

在步骤 5)中，迭代结束条件为算法运行到最大
2

i i+1
α α−

迭代次数 Q或满足条件 ≤
2

i

τ 时算法终
α

止。其中，τ 为预先定义好的误差容限，α
i
表示第

i次迭代运算的噪声方差，
2

· 表示 l
2
范数。 

本文提出的算法由酉变换、奇异值分解和稀

疏重构 3 部分组成。酉变换只涉及加减运算，其

计算复杂度可以忽略不计。奇异值分解的计算复

杂度为O M( )L
2 。虽然经过酉变换后，矩阵列数 L

加倍，奇异值分解运算时间加长，但是整体算法

的计算复杂度主要取决于需要多次迭代运算的稀

疏重构部分。这部分单次迭代的 OGSBL 过程的

计算复杂度为O M( )D
2 。考虑到一次复数域的乘

法运算需要 4 次实数域的乘法运算，基于此，

与直接采用复数域 OGSBL 算法相比，本文提出

的实数域算法 RV-OGSBL 在计算复杂度方面更

具优势。  

5  仿真分析 

在实验仿真中，均采用均匀直线阵列，噪声为

加性高斯白噪声，仿真环境为Matlab 2014a。本文

仿真对比了 RV-OGSBI 和传统 OGSBI 算法的估计

性能。其中，最大迭代次数设置为Q = 2 000，误差

 

 

容限设置为τ = −
10

3。K个入射信号源的 DOA估计

的均方根误差定义为 

K P

∑∑ ^( )θ θ 2

kp − k

 = k p= =1 1

RMSE  (18)
KP

其中，P表示蒙特卡洛实验的次数，本文仿真部分

^设置其为 1 000次。θ kp表示第 p次实验中第 k个信

号源的估计值。 

5.1  空间分辨率 

设置信噪比 SNR=10 dB ,快拍数 L =100，来波

方向为(0，180°)上步长为 2°的均匀分布。通过蒙特

卡洛实验得到 RV-OGSBI 算法的估计误差（CDF, 

cumulative distribution function）曲线。由图 1可知，

本文提出的算法在各个来波方向上均具有较高的

空间分辨能力。 

 

图 1  DOA估计的误差 CDF曲线 

5.2  DOA 估计的均方根误差 

设置 SNR=20 dB , 阵元个数M = 8。对比仿真

OGSBL算法和本文提出的 RV-OGSBL算法的有效

性——均方根误差随快拍数变化的性能。由图 2可

以看出，RV-OGSBL算法在相同快拍数下均方根误

差小于 OGSBL 算法，这是因为本文提出的算法将

原始接收信号变换成增广矩阵来处理，从而在同样

的条件下，RV-OGSBL算法实际处理的快拍数要多

于 OGSBL算法。 

5.3  算法复杂度 

本文提出的 RV-OGSBL算法，优势在于降低算

法复杂度。在仿真中，对比 OGSBL 算法和

RV-OGSBL 算法在不同条件下的运行时间来说明本

文算法的有效性。 
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图 2  DOA估计的均方根误差随快拍数变化曲线 

图 3是算法运行时间随信噪比变化的曲线。仿

真条件为：阵列个数M =10，快拍数 L =100。由
图 3可以看出，RV-OGSBL算法在相同的信噪比下

运行的时间低于 OGSBL 算法，尤其是在低信噪比

条件下可以节省算法运行时间达到 50%。稀疏贝叶

斯学习算法随着信噪比的降低，迭代次数会不断增

加，使算法运行时间延长。本文提出的算法中由于

扩展了快拍数，使算法收敛变快，在同样的信噪比

条件下，算法迭代次数减少。因此，在相同采样快

拍数条件下，RV-OGSBL方法更具优势。 

 

图 3  算法运行时间随信噪比变化曲线 

图 4是算法运行时间随快拍数变化的曲线。仿

真条件为：阵列个数M =10，信噪比 SNR =15 dB。
由图 4可以看出，RV-OGSBL算法在较低的快拍数

情况下具有更低的运行时间。随着快拍数的增加，

OGSBL 算法的估计性能不断提升，算法迭代次数

减少，因此，OGSBL算法整体运行时间是降低的。

然而由于 RV-OGSBL算法扩展了快拍数，在相同仿

真条件下实际参与运算的快拍数为 OGSBL 算法的

2 倍。因此，随着快拍数的增加，RV-OGSBL 算法

运行时间逐步上升。但是从总体上来看本文提出的

算法运行时间相对偏低。 

 

图 4  算法运行时间随快拍数变化曲线 

图5是算法运行时间随阵列阵元个数变化曲线。

仿真条件为：快拍数 L =100，信噪比 SNR =15 dB。
由图 5可知，在不同的阵元个数情况下，本文提

出的算法相比 OGSBL 算法具有更少的运行时

间，并且随着阵列尺寸的增加，这种差距越来

越明显。  

 

图 5  算法运行时间随阵元个数变化曲线 

6  结束语 

离格稀疏贝叶斯学习算法在 DOA 估计中具有

非常大的优势，相比于传统算法，其在低快拍数和

低信噪比条件下具有较高的精度，同时能够处理相

干入射信号源的情况。但存在的问题是算法运行时

间较长，不适合实际应用。本文提出的算法通过利
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用酉变换,将处理模型转换到实数域进行，能够显著

降低算法运行的时间，同时，通过构造增广矩阵改

善了算法在低快拍数情况下的算法有效性，为实际

工程应用提供了一种新思路。 
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